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�� �� �������������

�������� ���� ������������ x∗ �� ���� ���� Reλ �= 0� �� ����� ��������� �������� λ
������� dF (x∗) �� ������ ������������� ��������������� ������ ��� �� �� ������������
������������� ��� ����������� �������� ��� ����������� ��� ������������� �������������
���� ������ ����������� � ������� ���������� ��������� � ��������� � ������� ������������
��� ��� ������������� ���� ���� ������������� ��� ���� ���� ����� ������������ ������� �

���������� ���� �������� f : Rn → R �� ���� ����

∇f(x) = 0 ⇒ det d2f(x) �= 0

��������� �� ���� �� ��� �������� ����� ���������������� ���� �� ������� ��������� ♦

������� ���� �������� �� �� ������������� ������������ ������� ������� ������ ����
������� �������� ������������� �

������� ���� ��� �� ����������� ������ x� = −∇f(x)� ��� �� f(x, y) = (x− 1)2x2 + y2�

��� ���� ��� ������������� � �������� ������ �����������
��� �������� �� f ����� ��� ������������ ������� � �� �� ∇f ⊥ {f = const.}�
��� ��������� ������������ ��������

�

��������� �� �� ��� ������� ��������������� �������� ���� ���� ��������� �������������
����������� ������� � ������� ������� ������������� �������������� ����������� ��� ����
�� �� ���������� ������ � ������� ������������� ������������� ��������� ������������ ����
��� ������������� � ��������������

�� ������� �� ���������

���� ����� ����� ���������� ����� ������ ���������������� ����� ����� ����������
����� �� ��������������� ������ �� �� ������ ��� �� ������ ����� ���������� ��������������
��������� ����� ��������

x�(t) = ax(t).

���� �� ���� ���������� ��������� �� �� ���������� ������� ���������� �������� ���� �� a
������ ��������� ���� �� ���� ����� ����� � ���� ������ �� ������ ���������� ������� �������
�� ����� ������ ������ ��� ������ ���������� ������ �� �������� ������� ����� ����� a ���� �
���� � ��������� ���� �� ���� ��������� ������ �� ���� ������� �������

��� ��������� ������� ����� �� �������

x(t) = x0e
at.

��������� �� ��� �� a �= 0� x∗ = 0 ������ ������������� ���� �� ����������� �������� �� a < 0�
� ���������� �� a > 0�

����� ��������� �� ��������� ����� ����� ���������� ����� ����� �� ���� ����������� �����
���� �� ������������������ � ������ �� �� ��������� ����� ������� �� ���� ����� � �������
������ ����� ����������� ������ �� ������� ���� �������� ���������� �������� ���� ������
����� ������� � ����� � ������� ����������������� �������� ���� �� ����� �� ������ �����
���������� ���� ���� �� �������� ����� �������������� ����� �������� �� �� � ����������
������ ����� �� �� �� ������ ����� �������������� � ��������� ����� ������� � ��������
���������� �������� ���

x�(t) = ax
�
1− x

K

�
,

��� �� ������ ���� a > 0 ������ ���� ����� ������ � ������ ���� K > 0 ���� ������������

��� R ����� �������� �������������� ������ � �� N ���



���� ������� �� ��������� ��

��������� �� �� � ���� ������� ������������� x∗ = 0 � x∗ = K� ������ ����������
������ �������� ������ ������ ���������� ����������

F (x) = ax
�
1− x

K

�
⇒ F �(x) = a

�
1− 2x

K

�
, F �(0) = a > 0, F �(K) = −a < 0,

��� ����� �� �� x∗ = 0 ����������� � x∗ = K ����������� �������� �������������
�� ����� �������� ��� ����� �� ������ � ����������� ��������� ����������

x(t) =
Kx0e

at

K + x0(eat − 1)
.

���� �������� � ����������� ������������� ������ �� �������������� ������ �� ������
��� ���� ������� ���� �������� �� �� �� ���� ������� � �������� �� ����� ������� ��� ��
������� ���� ������� ������ ����� ������������ �� �� ���� ������ � ������� �������� �����
�������� �� �� �� ������ ��������

���� ������������� � ��������� � ����� ������ �� ��������� ���� ��������� ��������
��������� ������� ���� ��� ���� ������� ����� ����� ����������� �������� ��������� �����
��������� ������������ �������

x�(t) = P (x, y)
y�(t) = Q(x, y)

�� ����� � �����

P (x, y) = 0 � Q(x, y) = 0.

����� ��� �� ������� �� ��������� ��� ����� � ������

• ��� ������������ ������������ ������� �� ��� ���������� ��� ������������� �������
��� ����� P (x, y) = 0 ����� �� �� x� = 0 �� �� ��������� ������ �������� ������ ����
������� � �� ������� ������ ��� �� Q(x, y) > 0 ������� ������ ��� �� Q(x, y) < 0� ������
���������� � �� ������������ Q(x, y) = 0� � ���� ������� �� ����� ������������� ������
������������ ������� ���� ������������ ��� ������������ ��� ������������

• � ������� ������������ ����������� ��������������
• ������������ ���� ����� �� �������� ������� ����� �� ���� � �������� � ������ ��

��� ������� �������� �� P � Q ���������� ��������� �� ����� ������ x� � y� ��������
�������� P � Q� ����������� �� ����� �� �� � ������ �� ��� ������� ����� ����� ����
���� ������� ��� ������ � �������� ��� ������ � ������� ��� ������ � �������� ���
������ � �������

• ��� �� �������� ����� �� ���������� ������� ���� ���� �� ����� ������ � ������ ��
��������� ���������� ������� ����� ��� ������� ��� ������ ������

dy

dx
=

P (x, y)

Q(x, y)

�� ������� ����� � ������ �� ������� ��������� ���������������

���� �������������� ������� ���������������� ������ �� ����������� �������� �����
����� ���������� ��������� � ����� ������ ����������� ������� ���� x �������� ���� ������
��� ���� �� ���� ����� �������� �������������� �� ��� ��� ���� ��������� ������������ ����

���� ���������� �� ������ �� ��������� �� ������ ���� �� ������������ ����������� � ������������ ����
�������� ��� �� ������� ������������ �� ����� ������ ������ ��������� �� ����� �������� ����� � ������ ���
��� �� �������� ������ ��� ������� ���� ������ ����� �������������

�Alfred James Lotka ������������ �������� ������������ �������������� ���������� � ������������
�Vito Volterra� ����������� ����������� ����������� � ��������



�� �� �������������

�������� ������� �� �� ������ ��������� ��������� ����� ��������� ��� �� ���� ����������
����� ����� ��������� �� ������� ���������

x� = ax, �� a > 0.

��� ��� �������� �������� � �������� ����� �������� �������� �� �� y� ���� ������� �� ��
������ ������� ����� ��������� ����� ������� ��������� � ������ ��� �� �������� x · y� ����
�� ��������� �� x ���� ������� �� �����

x� = x(a− by), �� a, b > 0.

��� �� ���� ������ ����� ����� ��������� y� � �������� ������ �� �� ������� ������� ��������
��� ��������� ����� ������� ���� �� ���� ���������� �� ���������� ������ ������ ������ ��
���� ������ �� ������ ������� �������

y� = −dy, �� d > 0.

��� �� �������� ��������� ���� ��� ��� � �������� ������ ����� ���������� ��������� ���������
����� ������� ��������� � ������ �� ��������� �� y ���� ���������� ��������

y� = y(cx− d), �� c, d > 0.

���������� ���� ����������� ����������� ������

x� = x(a− by)
y� = y(cx− d),

��� �� a, b, c, d > 0 �� �������� ������� (x0, y0) � ����� ���������� ��������� �� ���� ������
������ � ����� ��������� ��� �� ���� �� ������� ����������� ��� ���� �� ������ ������ ���
x0 = 0 ��� y0 = 0�� �� �� � ��������� � ������� ������ ��� ���� ������� �� ���� �� ����
����������

������������ ���� ������� �� ������

x = 0, y =
a

b
, y = 0 � x =

d

c
.

����� x = 0 � y = 0 �� � ������������� ��� ��������� x = 0� y > 0 � y = 0� x > 0 �� ������������
�������� ���� �� �� ��� �� ����������� ������� ������� ��� �� ���� ������ �������� ������
������ � ����� ���������� x = a/b � y = d/c ������� ����� �� ����� �� ����������� ��������
����� x = d/c ������������ ���� ������������� � �� �������� �� ������� � ���� ����� y < a/b�
� ������ � ���� ����� y > a/b� ����� y = a/b ������������ ���� ���������� � ������ �� � ����
����� x > d/c� � ������ � ���� x < d/c ������� �������� �� ����� ���

������������ ���� ���� �������� �� ������ �����

A :=

�
(x, y) | x >

d

c
, y >

a

b

�

B :=

�
(x, y) | 0 < x <

d

c
, y >

a

b

�

C :=

�
(x, y) | 0 < x <

d

c
, 0 < y <

a

b

�

D :=

�
(x, y) | x >

d

c
, 0 < y <

a

b

�
.

� ������ �� ���� ������ ������� ������ x� � y� �� ���������� ���� �� ��� ������� ������� ����
����� ������ �� ����� ���������� ���� �������� ������ ���������� �� ����� �� ������ ��

����� �������������� �� ����� �� ����� ���� ������ ��� � ��������



���� ������� �� ��������� ��

A
B

C D

x = d/c

y = a/b

����� �� �������������� ����� ��������������� ������������ � ������ ���
��� � � ��������� A� B� C� D�

���������� �� ������ ����� �������� �� �� ������������ ������� ���������� ��� ����� (d/c, a/b)�
� ������ �� �����

(x, y) ∈ A ⇒ φt((x, y)) ∈ B, �� ���� t > 0

(x, y) ∈ B ⇒ φt((x, y)) ∈ C, �� ���� t > 0

(x, y) ∈ C ⇒ φt((x, y)) ∈ D, �� ���� t > 0

(x, y) ∈ D ⇒ φt((x, y)) ∈ A, �� ���� t > 0.

�������� ���� �� ��������� �������� ���� �� (x0, y0) ∈ A� ����� ��� �� (x(t), y(t)) ∈ A� x(t)
������ � y(t) ������ ��������� ������ �� �� ������ ���������� �� ��� t ��� �� (x(t), y(t)) ∈ A�
�������

y�(t)

y(t)
= cx(t)− d < cx0 − d,

�� ����

y(t) ≤ y0e
(cx0+d)t,

��� ������ �� ��������� �� ����� �������� ��� �� ���� x ����������� �����

x�(t)

x(t)
= a− by(t) < a− by0 < 0,

�� ��

x(t) ≤ x0e
(a−by0)t. (♥)

������ ����������� � �� �� x ���� ��������� ����� ��� �� � A� �� �♥� ����� � �� ��� ��
������� ������ t ���� x(t) < d/c� ������� ��� �� ���� x(t) ≥ d/c �� ����� t ≥ 0� �����������
(♥) �� �� �������

���� y ������ �� �� y(t) > y0 > a/b� �� �� (x(t), y(t)) ∈ B�
� ������� ������������ �������� ������������� (x∗, y∗) = (0, 0) � (x∗, y∗) = (d/c, b/a)�
��������� ������� ���������� ��������� �� �������� ���������� �������������� �����

��� ������������� (0, 0) � (d/c, a/b)� ��������

dF (0, 0) =

�
a 0
0 −d

�
, dF

�
d

c
,
a

b

�
=

�
0 −bd

c
ac
b

0

�
,

������ ��������� ���������� ��������� ���� ���� �� ����



�� �� �������������

������ ����������� �� �� (0, 0) ���������� ������������� ��� � ����� (d/c, a/b) ������ ���
�������

���������� ����� �������� �������� ���� �� ��� ���� ������� �� x∗ = (d/c, a/b)� �������
���� �� �� ��������� � ������ V (x, y) = f(x) + g(y) � �� ������������� �� �� ��� ����������
��� ������� �� �� ������� �� ��

d

dt
V (x(t), y(t)) = 0 ⇒ �∇V, F � = 0,

������ ������

f �(x)x(a− by) + g�(y)y(cx− d) = 0 ⇒ f �(x)x

cx− d
= − g�(y)y

a− by
.

���� ���� ������ �������� ���������� �� ������ �� y� � ����� �� x� ����������� �� �� ���
���������� ��� ������� �� �� ��� ������� �������� ����� ���� ����� ��������� �� ���� ��
��������� �������� V �� ���������

f(x) = cx− d ln x+ const, g(y) = by − a ln y + const.

���� �� ������ ������� ������� ��������

h(x, y) := cx− d ln x+ by − a ln y

������� � ����� (d/c, a/b) �������

V (x, y) := f(x) + g(y) = cx− d ln x+ by − a ln y − h

�
d

c
,
a

b

�
.

��� �������� ���� ����� �������� �������� ���� ��� ���������� �� �� ����� x∗ = (d/c, a/b)
�������� �������������

���� �� �������� � ����� �� �� ������������ ����� � ���������� ������� � ������ �����
��������� ��� �� ������ ������ �� ���� ������ ������ ���������� ����� �� (x∗, y∗) = (d/c, a/b)
���� ����������� �������� �������������

���� ������������ ������ ��� �������� ������ �� ��������� �������� ����� ����� ����
������� ����� ����� ���� ������� ���������� ������� �� ����� ������������� ���� �������� ��
�� ������������ ���������� ������ � �� ���� �� ������ ����� ���������� ������� ���������
���� ���� ������� ��� ����� ��������� ���� ����� ������ ��������� ���� �������� ��� ���������
���

x�(t) = r1

�
1− x

K1

− β1y

�
x

y�(t) = r2

�
1− y

K2

− β2x

�
y.

����

��������� �� �� � ������� β1 = 0 ���� ��������� ����� �� ���������� ���������� ���������
������� ������� �� ���������� ����� ����������� �� ����� �������������� ������

������ ���� ���������� ������� ���� �� r1 = r2 = K1 = K2 = 1� β1 = 2� β2 = 3� ����
������ ��������

x�(t) = (1− x− 2y) x

y�(t) = (1− y − 3x) y.

������������ ������� �� ����� x = 0 � y = 0 ���� �� ������������ �������� � ����� x+2y = 1
� 3x + y = 1� �������� �� ������� ������������ ������� �� ����� �� ����� x + 2y = 1
������������ ���� ���������� � �������� �� ��� �� ����� �� � ����� 3x + y = 1 ������������
���� ������������ � �������� �� ������� ���������� �� ����� �� ������������ ���� ����

������� �������� �������������� ��� ��� ���������



���� ������� �� ��������� ��

A

B

D

C

3x+ y = 1

x+ 2y = 1

����� �� ������������ ����� � ������� ����������� ������������ � ������
��� ��� � � ��������� A� B� C� D�

�������� �� ������ ���� A� B� C � D� �������� �� ����� �� ����� �������� ������������
������ � ���� ���������� ���� � ��� ������ �������� ������������� ������� �� �����

�
1

5
,
2

5

�
, (0, 1), (1, 0), � (0, 0).

������� ������ ���������� ����

F (x, y) = x(1− x− 2y)i+ y(1− y − 3x)j

��

dF (x, y) =

�
1− 2x− 2y −2x

−3y 1− 2y − 3x

�
,

������� ������ ������ ���������� ��������� ����� ����������� �� �� ����� (0, 1) � (1, 0)
���������� �������� �������������� � �� �� (0, 0) � (1/5, 2/5) ���������� ��������������

��� ������ �� ��������� � ������� ���� �������� ��������� ��� ���� �����������
������ ��������� ���� ��� ������������� ������������ �� ���� �� ������� ������� A � C�
���� �� �������� ���� ����������� ������ ���� ������ �� ������� ��������������� ��������
��������������� ����� (1/5, 2/5) ���� ������� ���� ������� C �D� ������� �� ����� ������������
� ������ �� ���� ������� ���� �������� � (1/5, 2/5)� ��� ������ ������������ ���� ������ � B ���
D ����� � A ��� C� ���� �� �������� �� ��� �� ��� ������ ���� ������ �� � ���� �������� ��� �
� ������ ������� ���� ����� ������� limt→∞ φt(x, y)� �� ����� (x, y)� ��� � �� �� ��� ����� ��������
������ �� ������ ����� � ������ ���������� ���� � ��������� A � B ����������� �� ��� �����
�� A ���� �� (0, 1)� � ��� �� C �� (1, 0)� ���� ��� ������������ �� ������� B � D ����� �� �����
�� ������ ������ � A ��� C� ����������� ��� ���� ���� ��������� �������� ���������������
����� ������������ ���� �� ������ �� ������������� (0, 1) ��� (1, 0)� �������� ��������������
���� �������� �� ��� � ������������� ������� �� ����� ��������� ������������ �� ����� �����
������� �������� ����� ������ � ������� ���������� ������ �� ��������� ���������� ����� ��
���� �

���������� ������������� ������������� x∗ �� ���� ���� ������ x �� ���� ���� limt→+∞ φt(x) = x∗�



�� �� �������������

2x+ 4y = 3
x+ y = 1

A

B

C

D

����� �� ������������ ����� � ������� ��������������� ������������ � ������
��� ��� � � ��������� A� B� C� D�

������ ���� ���������������� ������� ���� �� ���� r1 = K1 = β1 = 1� r2 = 3/4�
K2 = 3/4 � β2 = 2/3� ��� ����������� �������

x�(t) = (1− x− y) x

y�(t) =
3

4

�
1− 4

3
y − 2

3
x

�
y.

������������ ������� �� ����� x = 0� y = 0 ���� �� � ������������ �������� ��� � �����
x + y = 1 � 2x + 4y = 3� ����������� ������� ���� ������������ ��� ��� �� ��������� ��
����� �� ������������� ������� �� �����

(1, 0),

�
1

2
,
1

2

�
, (0, 0), �

�
0,

3

4

�
.

����� ���������� ����

F (x, y) = (1− x− y) xi+
3

4

�
1− 4

3
y − 2

3
x

�
yj

��

dF (x, y) =

�
1− 2x− y −x
−1/2y 3/4− 2y − 1/2x

�
.

������ ���������� ��������� ������������� ����������� �� �� ����� (0, 0)� (1, 0) � (0, 3/4)
���������� �������������� ��� �� (1/2, 1/2) ����������� �������� �������������

����� � ��������� ������������ ������� ������� ������ ���������� ���� ��� ������������
������� ��������� ������ A� B� C � D � ���������� ������������ ������ ��� ������ ����������
������� ����������� ��� � ������� ���� ����������� �� ������������ �� ��������� �������A
���� C� ��� � �� ��� ������������ ����� ����� ���� ����� � ������������ (1/2, 1/2)� ���� ������
� B ��� D ����� � A ��� C� ���� �������� �� ��� ������������ ����� � ������������� �����
��� ��������� � ������� ���� � ����������� ���������� ���� � ��������� A � C� �����������
�� ��� ������������ ����� � ����������� �������� ������������ (1/2, 1/2)� �

��� ��������� ������ �� ���������� ������ ���� ����� ������� ���� �� ���� �������������
������ � ������ ��

x�
j(t) = xjfj(x1, . . . , xn), j = 1, . . . , n,

��� �� n ���� ������ � �������� fj ������������ ����� ����� �� ����� ����������� ��� ������
�� ������ ��� ������ ������ ��������������� �������� � ������������ �� �������� ������� �



���� ������ ��

���������� xj = 0� ���� �� �������� �������������� ��� ��������� ��� ������ �� ������
� ������������ �� �������� ������� � ���� �������� {xj ≥ 0 | j = 1, . . . n}� ���� �� ��������
�������������� ��� ���������

�� ������

��� ��� �� ���������� ��������� ������ � �����

x� =
∂H

∂y
, y� = −∂H

∂x
,

�� H(x, y) = xy(1− x− y)�
�� ���� ��� �������� ����� �������� H �������������� ���������
�� �������� �� �� ����� x = 0� y = 0� x+ y = 1 ������������ ��������
�� �������� ���������� ������������ ��������� ���� �������� �

��� �������� �� �� ������������ H : R2n ���������� ��� ������

(x1(t), . . . , xn(t), y1(t), . . . , yn(t))

������������ ������� 



ẋj =
∂H

∂yj

ẏj = −∂H

∂xj

����

� R2n ������ ������� ���������� �
��� �������� �� �� ����������� �������� ��� ������ ��������

dφt

dt
(x) = XH(φ

t(x))

��� ��

XH = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) =

�
∂H

∂y1
, . . . ,

∂H

∂yn
,−∂H

∂x1

, . . . ,− ∂H

∂xn

�

� R2n ������ ��������� ���������� ��������� �
��� ���� �� ������

ma = mr�� = F (♣)

�������������� ��� ���� �� F = −∇V � ���� �� ������������ H : R2n → R ������
�������� ����� ������������ � ��������� ����������

H(r,v) := V (r) +
m�v�2

2
.

�������� �� �� ���������� �� r������ ������������ ������������ ������� ������ ����
��������� ������� �♣�� �

��� ������ ����������� �� ������

x� = P (x, y), y� = Q(x, y) (♠)

�� �������� ���
x� = Q(x, y), y� = −P (x, y). (♥)

�������� �� �� ������ �♠� ���������� ��� � ���� ��� �� ������ �♥� ����������� ����
������� ������������ ����� F = ∇H�� ��������� � ����� ������������ ������������
������� ��������� ������������ ��������� H � ������������ ���� ������������ ����
���� ��� ��
�� H(x, y) = x2 + 2y2�
�� H(x, y) = x2 − y2�
�� H(x, y) = x2 − y2 − 2x+ 4y + 5�


